MAPLE’ga uute mudelite otsingul

Kalle Kiiranen, Rein Saar

Vaatleme valjateoorias hasti tuntud lainevdrrandite stisteemi [1,2,3]
(840, -mw =0, (1)
kus B,-d on teatud seoseid rahuldavad NxN-maatriksid (1 =0,12,3).
Susteem (1) on invariantne homogeensete Lorentzi teisenduste suhtes, kui
(B850 = (9,Bs ~ 4B,) 2
kus S,, on Lorentzi rihma generaatorid. Kui tahistame R =-1/2¢, s* -ga ruumipoorded
ja S = S"-ga - nn. “buustid” (i,j,k =1,2,3), siis vdib tingimused (2) kirjutada kujul:

18- 8]+ 8. =08

(3a)
[Bo,R]=0 ]
ja
B, =-i[Bo.S] - (3b)
Seega, piisab kui vaadelda ainult ,. Hasti on teada nende [ — maatriksite
4-dimensionaalne (N=4) Diraci esitus algebraga (B3, =y,)
S SUAY, Yo =VoVp) + VYo VoV =20, (4)

Siis (1) ongi tuntud Diraci vorrand, mis Kkirjeldab spinniga % osakesi ja vastavaid
antiosakesi. Vastavatel 4x4-maatriksitel on vdimalikud mitmesugused esitused, milledest
tuntumad on nn. standardesitus ja spiinoresitus. Viimasel juhul
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kus ¢ on Pauli maatriksid, | on thikmaatriks, 0 aga tahistab maatriksite otsekorrutist.
Flusikalises mottes on kbik need esitused samavaased, so. seotud omavahel
unitaarteisendustega.

Vahem tuntud on 16-dimensionaalne Kemmer-Duffin-Petiau (KDP) esitus algebraga

S =B,Bs ~BsB,:  BuBuBs +*BsB.B,=9,Bs* 9B, (6)
mis vastab spinn 0 ja 1 juhule. Ka siin on v@imalikud erinevad esitused, olenevalt
generaatorite konkreetsest kujust.

Naiteks nn. otsekorrutise esituses (DP, direct product) on klassikaline avaldis
pr=1/2y*0O1+10yH") . )

(voi Br=1/2(y*0O1-10y*"))



Sama maatriks nn. KDP-esituses on:

efololololololololelololcliN e

Bror = (8)

ocoocoococoocoolooococo
ofolololelelolololololololele)
ofelolololololololololololele)
ofolololelololelololololelele)
ofolhilelolelelelololololelele)
I
eiaiclolololelelolelololelelo)
aelololelololololelololol=lo)
(afololololelelololololelelele)
slelolofololololol=lololelelo)
elelololololololol~{ololololole)
00000000 0O00O00O

S EEESHHI 38

M O0O00000O0O0O0O0

Vastavaid Kemmer-Duffini-(Petiau) vorrandeid tuntakse juba 1938.(1935.) aastast alates
[ 4,5,6 ] ning neid on uuritud pdhjalikult ka Fuusika Instituudis ( vt. Glevaadet [7] ). Kahjuks
on seni piirdutud kujuga (7)(8).

Kaesoleva artikli autorid leidsid tingimusi (3) rahuldavate maatrisite  koéige uldisemad

avaldised. Selgus, et naiteks KDP-esituses on kdige lldisem B° -maatriksi kuju :
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Juba siit on naha kahte huvitavat asjaolu:
1.Erinevalt nn. klassikalisest kujust (8) siin tldiselt detf # 0, st. on vdimalik leida ka

vastavad po6rdmaatriksid.
2.Kui klassikalises kujus (8) on vdimalik 16-dim. esitust taandada 1-, 5- ja 10-dim. esituste
otsesummaks,

siis Uldisel juhul ei ole see enam vdimalik.
Arvutasime vastavad suurused ka Gelfandi esituses (G) [8] ja otsekorrutise esituses (
DP), samuti nende esitustevahelised unitaarteisendused kdige uldisemal kujul



U=U(m,n,p,q,r,é,V:V(t,u,v), RMG:URDPu+’ RKDP:VRDPv’kUS (11)
U'U=1,V'V=1, mistttu m*=n"=1,+ =1 g+ r=1ja t>=u’=v*=1

Et suvaline 4x4-maatriks on avaldatav Diraci baasi FS:{I,yu,ys,y5yu ’qu}
lineaarkombinatsioonina, saab avaldise (7) asemel kirjutada:

B,=B, +B, , kus

B, =a(y, 0N +b(ysy, OV +Ceue(y' Do) +dy(y' Do)+ I(yy, 00+
fo(y,OVe) +KE (Vo' Do®)+e(yy' 00,,)

(12)
B, =a,(10y,)+b,(ysOy¥,) +CEue(@P Oy")+dfo, Oy )+ 110y y,)+

fo(Vs OV ,) + Ko pap (@ Oy y’) +e (0, Oysy")

kus a,a,,.....,6 ,6 on (esialgu suvalised ) 16 parameetrit ning
Vs =ivOyyiyS o™ =il 2yt ]
€ vap taielikult antisimmeetriline Ghiktensor.
On kerge veenduda et likmed kordajatega a,,h,¢,d annavad vektori, likmed kordajatega
l,f.,k ,e aga pseudovektori, mis rikub, nagu teada, P-summeetriat.Teiselt poolt, kui
B*(a,d, f k), siis B°on hermiitiline (B*- antihermiitiline), kui aga B*(l..e ,b,¢), siis on
olukord vastupidi.
Summeetrilisel juhul, kui a, = a, = a,..., = ¢ = e siis det3 =0. Omakorda viimase erijuhul
a=1/2b=c=d=1= f= k= e= 0 saame klassikalise avaldise (7), mis ,nagu 0Oeldud,
rahuldab KDP algebrat (6). Osutub, et sama algebrat rahuldab ka S*(a,b, !, f), kui
(@®-b*) - (1= 12 :1/4%

- (13)
af —bl=0 g
Astummeetrilisel juhul, kui B, (a,.b I, ,f, )k=12 , rahuldavad p-maatriksid Diraci
algebrat (4) , kui
(& - b)) - (I - £7) =10 14)

a f.-bl =0
Sama avaldis B, (a,.b,l,.f, )k=12 rahuldab ka R.Saare, 1.Otsa ja R.-K.Loide t60s[9]
valjapakutud algebrat

B,(B.B, +B,B.)Bs; =29,,8,8, (15)
kuid sel juhul on 2 vBimalust : juht (14) ja

(& — %) - (Ig - f,7) =00

a f,—-bl. =0
On ilmne et see uus algebra on nérgem kui Diraci algebra, st. jatab rohkem vabadusi.
Huvitav on see, et N=16 juht kirjeldab nii fermione kui bosoneid, séltuvalt g -de algebrast.
Sellele juhtisid tahelepanu juba 1961.a. H.Oiglane ja G.Kutuzova [10].

(16)



Milliseid vdimalusi elementaarosakeste teooriate loomisel eespoolkirjeldatudfB -de

Uldistused avavad, ei ole paraku veel selge. Nii nagu Maxwelli vorrandeid, on ka Yang-Millsi
vorrandeid kirja pandud nn. spiinorkujul , kasutades KDP algebrat selle klassikalisel kujul
[11]. Eespoolkirjeldatud Uldistused jatavad tGen&oliselt rohkem manguruumi nende uute
mudelite otsinguil. Loomulikult ei saa sealjuures piirduda ainult lineaarsete vorranditega.
Peab Utlema et arvutused 16x16 maatriksitega on Uks vaga aegandudev ja tudtu
tegevus. Onneks oli Uihel autoritest (K.K.) véimalus kasutada Waterloo Maple Inc.(Kanada)
matemaatikapaketti MAPLE V rel. 3, mistbttu arvutused, mis varem ndudsid n&dal aega
tugevat t66d, tegime nild &ra paari tunniga. Tdsi, ka see pakett pole kaugeltki veel taiuslik.
Meie tundsime kohe algul puudust maatriksite otsekorrutise tehtest, aga Onneks aitas
hadast vélja Tartu Ulikooli matemaatikadppejoud Raul Roomeldi, kes vastava programmi
umbes poole tunniga &ara tegi. Tema 1995.a. oktoobrikuus geomeetriaseminaris peetud
ettekandest MAPLE-i kohta saigi Uks autoritest (K.K.) innustust selle kasutamiseks
valjateooria vorrandite uurimisel. Kasutame siin meeldivat vdimalust talle tdnu avaldada.
Naib, et on saabumas aeg, kus inimesele jaab inimlik (so. Ulesannete pustitamine ja
valikute tegemine), masinale aga masinlik (so. aegandudvad standardsed arvutused).
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